Topologia
Lista 6 (ciaglos¢ vs topologia podprzestrzeni)

Zad 1. Udowodni¢, ze superpozycja funkcji ciaglych jest funkcja ciagta; ponadto, jezeli (X, 7x),
(Y, 7v), (Z,72) sa przestrzeniami topologicznymi, funkcja f : X — Y jest ciaglta w punkcie
x € X, afunkcja g: Y — Z jest ciaglta w punkcie f(z) € Y, to funkcja fog: X — Z jest ciagta
w punkcie z.

Zad 2. Niech (X, 7x), (Y, 7v) beda przestrzeniami topologicznymi. Wykaza¢, ze ciaglos¢ odwzo-
rowania f : X — Y jest rownowazna kazdemu z nastepujacych warunkéw

a) f7YU) jest zbiorem otwartym dla kazdego U € B, gdzie B jest baza topologii Ty,

) [

b) f(A) c f(A) dla kazdego A C X,

¢) f~Y(B) c f~Y(B) dla kazdego B C Y,

d) f~'(Int(B)) C Int (f~*(B)) dla kazdego B C Y.

Zad 3. Korzystajac z topologicznej definicji ciagtosci, sprawdzi¢ ciaglo$¢ nastepujacych funkcji
na prostej euklidesowej R:

a) fr)=2c—1 D) f(x)=|z]," ¢ flx)=2%  d) flz) =2~ [z]?
Zad 4. Rozwazmy podprzestrzen A prostej euklidesowej X = R.

a) Niech A = [0, 1]. Ktore ze zbiorow A; = [0,1], Ay = [0,3), 43 = (3,1, As = (0,1) sa
domkniete, a ktére otwarte w A?

b) Niech A = N. Wypisa¢ topologie na A.

¢) Niech A = {1 :n € NU{0}}. Wyznaczy¢ wszystkie otwarto-domknigte zbiory jednoele-
mentowe.

Zad 5. Rozwazmy podprzestrzenn A przestrzeni topologicznej X. Pokazaé, ze

a) topologia podprzestrzeni 74 jest najubozsza topologia na A taka, ze tozsamosciowe za-
nurzenie i : A — X (tzn. i(z) = x dla kazdego = € A) jest ciagle.

b) topologia podprzestrzeni 74 jest najbogatsza topologia na A taka, ze ciagltos¢é odwzorowania
f:Y — X gdzie f(Y) C A, pociaga ciagtosé odwzorowania f:Y — A.

¢) topologia podprzestrzeni 74 jest najubozsza topologia na A taka, ze ciaglos¢ odwzorowania
f:Y — A pocigga cigglos¢ odwzorowania f : Y — X.

d) topologia podprzestrzeni 74 jest najubozsza topologia na A taka, ze ciaglos¢ odwzorowania
f: X — Y, pociagga ciaggtos¢ odwzorowania f: A — Y.

Zad 6. Niech X i Y beda przestrzeniami topologicznymi oraz niech {G;}ier bedzie otwartym
pokryciem przestrzeni X. Udowodnié¢, ze jezeli f : X — Y jest funkcja taka, ze f : Gy — Y jest
odwzorowaniem cigglym dla kazdego t € Gy, to f : X — Y jest odwzorowaniem ciaglym.

Zad 7. Niech X i Y beda przestrzeniami topologicznymi oraz niech {F;},c1 bedzie domknietym
pokryciem przestrzeni X. Udowodnié¢, ze jezeli f : X — Y jest funkcja taka, ze f : F;, — Y jest
odwzorowaniem cigglym dla kazdego t € Fi, to f: X — Y jest odwzorowaniem ciaglym.

Yz =max{k € Z : k < x} jest tak zwana czesciq catkowitq liczby x; inne nazwy: cecha, entier, podtoga
2z — | =] jest czeScig utamkowq (mantysq) liczby x



